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6 Vergleich der verschiedenen Indices 12
∗Für die hervorragende Präsentation des Beitrags danke ich Herrn Wolf Dieter Heinbach recht herzlich.1 Einleitung
Summen und Mittelwerte von P- und M-Indices führen zu einer S-förmigen Bewertung
und gleichen die Nachteile von Pk im unteren Bereich (fast keine Berücksichtigung von
Transfers bei den Armen) sowie von Mk im oberen Bericht (fast keine Berücksichtigung
von Transfers unter den Reichen) aus. Während bei Einzelindices – wie Mk, B∗
k bzw. P ∗
k,
V – die verschiedene Sensitivität im unteren bzw. oberen Bereich besonders interessiert,
fokussieren sich kombinierte Indices aus die verschiedene Sensitivität des Mittelbereichs
gegenüber den Aussenbereichen.











































Sk = Pk + Mk
?
T ∗
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Übersicht 1: Kombinationen von P- und M-Indices
12 Sk-Indices
Wir gehen zunächst von






W (Sk|F) = kF
k−1 − k ¯ F
k−1 (2)
und dem Wertebereich
0 5 Sk 5 k − 1 + 1 = k (3)










und steigt beginnende mit W 0 (Sk|0) =
W 0 (Sk|1) = k(k − 1)über den Wendepunkt F = 1
2 ständig. Unterhalb von F = 1
2 ist
W (Sk|F) konkav (wie bei Mk), oberhalb konvex (wie bei Pk). Diesen Index bezeichnen






















Pj = Lk(P) (5)




S2 = R + R = 2R = 2P2 = 2M2
S3 = P3 + M3 = 3R = 3P2 = 3M2
S4 = 2P4 − 4P3 + 6R = 2M4 − 4M3 + 6R
S5 = 5P4 − 10P3 + 10R = 5M5 − 10M3 + 10R
(6)
Da
Sk = Pk + Mk = Pk + Lk(p) = Mk + Lk(M) (7)
ist, erzeugt Sk identische Linearkombinationen in P-Indices und M-Indices. Die Trans-










Sj = Lk(S). (8)
Sk ist eine gewogene alternierende Summe der Sj mit Gewichtssumme k. Ein echter Re-




S2 = 3R (9)
und für k = 5




Für gerade k muss zusätzlich zum Rekursionsteil das nächsthöhere Glied mitberücksichtigt
werden wie z. B. S4 = (−2S2 + 2S3) + 2
5S5.
Da über (8) Pk +Mk = Lk(P)+Lk(M) ist, gilt auch Pk −Lk(P) = −(Mk −Lk(M)) d. h.
über die Rekursionsformeln für Sk werden alternierende identische Linearkombinationen
wie z. B. über (9) und (10) erzeugt.





dk2 < 0 (11)
Sk steigt und verläuft konkav. Sk wird bei der Spannweitenschätzung aus Ordnungsstati-
stiken angewandt, da
EWk = µSk (12)
gilt. Auf diese Anwendung von P- und M-Indices wird in einem weiteren Diskussionspa-
pier eingegangen.
Über (1) kann man für jedes k = 1 die S-Kurve deﬁnieren. Die Anfangsanstiege der P-














De Vergottini hat durch Mittelung von B∗ und V einen weiteren Index ¯ V [vgl. Piesch





















































































R − M3 +
M4
2





3 − ¯ F
3 = 2F
3 − 3F




4|0) = −1 W (S
∗









4 − ¯ F
4 = 4F
3 − 6F




5|0) = −1 W (S
∗
5|1) = +1. (25)












Im Bereich von k = 3 bis k = 5 fällt S∗










so dass die S∗
k-Kurve in diesem Bereich aus S∗
3, S∗
5, S∗




6 konstruiert werden kann (vgl. Abbildung 2).
Die Größe ε in (20)und (23) lässt sich einfach als Konkavitätsüberschuss von Pk an der
Stelle k = 3 deuten







Man sieht ε(P3) = ε(M3), obwohl die P-Kurve verschieden von der M-Kurve verläuft. ε
lässt sich – wie in Abbildung 1 dargestellt – elementar an der P-Kurve als Sehnenlänge
deuten.













Abbildung 1: Deutung von ε an der P-Kurve
Für S∗


































Die gewogene alternierende Gewichtssumme ist – wie beim gewogenen arithmetischen
Mittel – gleich eins. Da die Gewichtsfunktion von S∗










entsteht, ist auch S∗















was wiederum (26) entspricht.
4 T∗
k-Indices
Um eine gegenläuﬁge S-förmige Bewertung zu erhalten, führen wir
T
∗




















Mit einer punktsymmetrischen Gewichtsfunktion W(T ∗
k|F) = (F − F) − W(S∗
k|F). Für
k ≥ 6 geht die Monotonie von W(T ∗



















4|0) = −1 W(T ∗





































5|0) = +1 W 0(T ∗
5|1) = 0
Für die T ∗
k gilt die gleiche Rekursionsformel wie für S∗
k.
Da S∗





























5 sowie T ∗
4, T ∗
5 nur auf R und ε zurückführen lassen, kann man diese Indices
auf einfache Weise aus der P-Kurve ermitteln - Abbildung 2.














k − R = R − S
∗
k (44)
ist, entsteht T ∗
k aus S∗
k durch Spiegelung an der Achsenparallelen R (vgl. Abbildung 3).
Damit ist auch für k = 2
S
∗
k 5 R 5 T
∗
k. (45)
Die Verläufe der Gewichtsfunktionen von S∗
4, S∗
5 und T ∗
4, T ∗
5 sind in Abbildung 4 darge-
stellt.


































R − ε = S∗
4 T∗
4 = R + ε
R − 2ε = S∗
5 T∗
5 = R + 2ε
6
-
Abbildung 2: Ermittlung von S∗
4, S∗
5 sowie T ∗
4, T ∗
5 aus der P-Kurve
5 K∗
k-Indices
Bei der Konstruktion von S∗
k hatten Pk (nicht normiert) und Mk (normiert) bei der Mi-
schung das gleiche Gewicht. Um das Gewicht von Mk zu erhöhen, kann man auch die
normierten Indices P ∗
k und Mk gleichgewichtig mischen. Man erhält so M–P–Indices,



































k ist daher eine ungleichgewichtige Mischung von S∗
k und Mk wobei S∗
k das größere
Gewicht hat.






































Abbildung 3: Verläufe der gespiegelten S∗
k– und T ∗
k–Kurve (geradlinige Verbindungen)




































mit W 0(0) = 3 (6 bei M3) im ganzen Bereich konkav verläuft
(wie M3). Am rechten Rand ist der Anstieg W 0(1) = 3
2 (0 bei M3).
Transfers am rechten Rand werden etwas schwächer als bei R be....???. Von allen bisher
vorgestellten Indices stellt K∗
3 - betrachtet man das Transferverhalten im gesamten Bereich
































Hierbei ist W(0) = 5














um mit einem kurzen konvexen Teil (wie Pk) als ein M-P-Index zu enden.
Als letzten Index aus dieser Familie betrachten wir













k P-M-Index ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp 6
-
 R = S∗
3





















Abbildung 4: S–förmige Verläufe der Gewichtsfunktionen von S∗
k und T ∗






































und somit W(0) = −17
8 , W(1
2) = 33
128 W(1) = 1 W 0(0) = 10, W 0(1) = 5
2.
W (K∗







und weiter konvex (wie Pk) zum Endpunkt (0;1) mit Endanstieg
5
2 (stärker als R). K∗
5 ist daher ein M–P–Index.
Die Verläufe der Gewichtsfunktionen von K∗
3, K∗
4 und K∗
5 sind in Abbildung 5 dargestellt.
Zum besseren Verständnis der Verläufe der verschiedenen Gewichtsfunktionen in Abbil-
dung 4 und 5 ist die folgende Tabelle bereitgestellt.
10Gewicht linker Rand 1. Quartil Mitte 3. Quartil Rechter Rand
Index F = 0 F = 1
4 F = 1
2 F = 3
4 F = 1
W (S∗
4) −1 −13
32 ≈ −0,41 0 13
32 ≈ 0,41 1
W 0 (S∗
4) 3 15
8 = 1,875 3
2 = 1,5 15
8 = 1,875 3
W (S∗
5) −1 − 5
16 ≈ −0,31 0 5




4 = 1,75 4
W (T ∗
4) −1 −19
32 ≈ −0,59 0 19
32 ≈ 0,59 1
W 0 (T ∗
4) 1 7
8 = 0,875 5
2
7
8 = 0,875 1
W (T ∗
5) −1 −11
16 ≈ −0,69 0 11
16 ≈ 0,69 1
W 0 (T ∗
5) 0 17
8 = 2,125 3 17
8 = 2,125 0
W (K∗
3) −1,25 −35
64 ≈ −0,55 1
16 = 0,0625 37
64 ≈ 0,58 1
W 0 (K∗
3) 3 21
8 = 2,625 2,25 15




3 = −1,67 −1
2
1
6 ≈ 0,17 7
12 ≈ 0,58 1
W 0 (K∗
4) 6 7
2 = 3,5 2 3
2 = 1,5 2
W (K∗
5) −17
8 = −2,125 ≈ −0,41 33
128 ≈ 0,26 ≈ 0,57 1
W 0 (K∗
5) 10 25
16 ≈ 1,56 5
2







































Abbildung 5: Verläufe der Gewichtsfunktionen von K∗
k (k = 3,4,5)
6 Vergleich der verschiedenen Indices
Die Brauchbarkeit der verschiedenen Indices lässt sich am Besten an folgender Übersicht
3 illustrieren.
Aus dem Transferverhalten der verschiedenen betrachteten Indices sind gewisse Vorsichts-
maßnahmen bei Anwendungen zu empfehlen.
M3, M4 und B∗ sind für den unteren Bereich un den mittleren Bereich wegen der Kon-
kavität der Gewichtsfunktion für die Armutsmessung anwendbar. Die besonders starke
Bewertung von Transfers unter den Ärmsten durch B∗ ist bedenklich. Umgekehrt eignen
sich P3, P4 eher für den mittleren Bereich un die Reichen – also für die Reichtumsmessung.
S-Indices können von Interesse sein, wenn man sich eher für den Mittelbereich und nicht
so sehr für die Ränder (P-M-Indices) oder mehr für die Ränder als für den Mittelbe-
reich (M-P-Indices interessiert. Nullbewertungen am Rande kommen jetzt nicht mehr
vor. Die kleinsten Nachteile weisen K∗ Mischungen auf. Ihre konkave Bewertung im gan-
zen Bereich wie bei K∗
3 oder für die unteren 75 Prozent wie bei K∗
4 liegt ganz nahe am
12Index Unterer Rand Mittelbereich Oberer Rand
F = 0 F = 1
2 F = 1
R 2 2 2
B∗ ∞ (+)! 2 (=) 1 (−)
Einfache V 1 (−) 2 (=) ∞ (+)
M3 6 (+) 3 (+) 0 (−)
Indices M4 12 (+) 6 (+) 0 (−)
P ∗
3 0 (−)! 3
2 (−) 3 (+)
P ∗
4 0 (−)! 2 (=) 4 (+)
S∗
4 3 (+) 3
2 (−) 3 (+)
S∗
5 4 (+) 1 (−) 4 (+)
T ∗
4 1 (−) 5
2 (+) 1 (−)
Mischungen T ∗
5 0 !(−) 3 (−) 0 !
K∗




4 6 (+) 4 (4) 2 (=)
K∗
5 10 (+) 25
16 (−) 5
2 (+)
(+), (=), (−) stärkere, gleiche , schwächere Bewertung als durch R.
Legende
! verdächtiges Verhalten am Rand, Index dort unbrauchbar.
Übersicht 3: Anstiege der Gewichtsfunktionen verschiedener Indices (Grundlage der Be-
wertung von Transfers)
Gini-Koeﬃzienten weist aber auch Züge von M–Indices auf.
Die vorgeschlagenen Einführung von Mischindices, ist hier als Denkanstoß für eine verbes-
serte Fundierung der Anwendung von erweiterten linearen Ungleichheitsmaßen gedacht.
Literaturhinweise
Da es für dieses Gebiet keine Spezialliteratur gibt, wird auf das Literaturverzeichnis in
meinem Diskussionsbeitrag – Überblick über einige erweiterte Gini-Indices1 – verwiesen.
1Hohenheimer Diskussionsbeiträge Nr. 220/2003
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